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RESUMO

Neste trabalho fazemos uma introducao da Teoria da Integracao de Lebesgue na reta
real. Apo6s uma exposicao sisteméatica dos principais fatos da teoria, fazemos uma
aplicagao no estudo das equagdes diferenciais utilizando os espagos de Sobolev.

Palavras-chave: Integral de Lebesgue, Equacgoes Diferenciais, Métodos Variacionais,

Espacos de Sobolev



ABSTRACT

In this work we present an introduction to the Lebesgue Theory of Integration on
real line. After systematic exposition of the main results, we show an application in

the study of the Differencial Equations using the Sobolev Spaces.

Keywords: Lebesgue Integral, Differential Equations, Sobolev Spaces, Variational

Techniques
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Introducao

A teoria da integracao teve suas raizes no "método de exaustao", inventado por Eudoxos
e posteriormente desenvolvido por Arquimedes para calcular areas e volumes de figuras
geométricas.

Nos Séculos XVII e XVIII, os trabalhos de Newton e Leibniz permitiram que este
método se transformasse em uma ferramenta sistemética para calcular areas, volumes
e resolver problemas elementares de mecanica. Com o desenvolvimento da teoria do
integral, a aplicagao em geometria e & mecéanica perdeu sua importancia, dando lugar a
questoes mais analiticas para as quais a chamada "Teoria Classica"nao era suficiente.

Nos dias atuais matematicos estao interessados no estudo da Teoria da Integracao
aplicada em convergéncia de séries, equacoes diferenciais ou probabilidade. Para tal
estudo, a Teoria Classica da Integral, que culminou com a Integral de Riemann, foi
substituida pelos trabalhos pioneiros de Henri Lebesgue, publicados no inicio do século
XX. A razao desta mudanga é simples: Os teoremas de convergéncia da Teoria da
Integral de Lebesgue sao mais gerais, mais completos e mais elegantes que os da Teoria
da Integral de Riemann.

Neste trabalho fazemos uma exposicao bésica da Teoria da Integral de Lebesgue na
reta real. Ao final apresentamos uma aplicacao da teoria demonstrando a existéncia de

solucdo para um problema envolvendo equagoes diferenciais.



Capitulo 1

Integral de Lebesgue

Neste capitulo vamos fazer a construcao da Integral de Lebesgue de funcoes reais defini-
das em subconjuntos da reta real. Para isto nés vamos definir uma estrutura chamada
de 0 — algebra em um conjunto arbitrario X e, através dessa estrutura, nés vamos
definir o que seriam os espagos mensuraveis e, sobre estes espagos, vamos definir o que
seriam as funcGes mensuraveis. Apos isso, vamos definir um tipo especial de funcao

chamado de medida e, a partir dai, iremos construir o conceito de Integral de Lebesgue.

1.1 o — algebra

No desenvolvimento da integral de Lebesgue a nossa atencao esta voltada para uma
classe de fungdes reais definidas em um conjunto X nao vazio. Como o desenvolvimento
da teoria nao depende do conjunto em questao, nés nao iremos fazer qualquer hipotese
adicional sobre este conjunto.

Dado um conjunto X # ), nés vamos considerar um subconjunto x de P(X) que é

"bem comportado"num sentido técnico, isto é, vamos assumir que x é uma o — algebra.

Definigao 1 (0 — algebra). Uma familia x de subconjuntos de um conjunto X é cha-

mada de o — algebra se satisfaz as sequintes condicoes:
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i. 0,X € x.
ii. Ae x= A°=X\Ae€yx.

iti. Se (An)nen € uma sequéncia de conjuntos em x entao

UAnex.

neN

Observagao 1. E imediato que dado wm conjunto X, o conjunto de suas partes P(X),
assim como o conjunto {0, X} sao o — algebras de X, sendo respectivamente a maior

e a menor das o — algebras de X.

Observagao 2. Utilizando as relagoes de De Morgan, obtemos que

. <U Aa>6: M A

acel a€L
c
ii. <ﬂ A(X> =4
ael a€L

Assim, dada uma sequéncia (Ap)nen em uma o — algebra x de um congunto X, a

(&

interse¢ao ﬂ A, = (U A%) também € um elemento de x
neN neN

Exemplo 1. Sejam x1 e x2 0 — algebras de um conjunto X. Entdo xs = x1 N X2

também € uma o — algebra. Com efeito, vamos verificar cada uma das condigoes.

i. Como x1 € o — algebra temos que 0, X € x1. Analogamente temos que 0, X € xo.

Logo, temos que ), X € x3.

it. Seja A € x3. Temos entdo que A € x1 e como x1 € o —algebra temos que A° € 1.

Analogamente obtemos que A€ € xo e portanto A° € xs.

iti. Seja (Ap)nen uma sequéncia de conjuntos em xs. Temos que (Ap)nen C X1 € cOMO

este € o — algebra seque que U An € x1- Analogamente temos que U A, €xa e
neN neN
consequentemente U A, € x3.
neN
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Mostramos portando que x3 € uma o — algebra.

Observacao 3. Fizemos a demontracao do Exemplo 1 utilizando a intersecao de dois
conjuntos para exibir a ideia chave. Obviamente o resultado continua sendo vdlido para
uma cole¢do qualquer de o — algebras, isto €, se (Xa)qer SG0 0 — algebras de um

conjunto X entao ﬂ Xa € uma o — algebra do conjunto X .
a€Ll

Exemplo 2. Dada uma coleciao nao vazia A de subconjuntos de um conjunto X, existe
a menor o —algebra de X que contém A, denotada por x(A) e chamada de o — algebra

gerada por A, no sequinte sentido:
e Se x € alguma o — algebra que contém A, entao x(A) C x.

Com efeito, defina
X(A) = ﬂ Xa

acl
onde (Xa)acL sGo todas as o — algebras de X que contém A. Observe que como P(X)
é uma o — algebra de X que contém A entao x(A) estd bem definida e além disso,
utilizando a Observagao 3 concluimos que x(A) é uma o — algebra. Seque da defini¢io

de x(A) que se x € alguma o — algebra que contém A entao x(A) C x.

Exemplo 3. Considere que X = R. A o — algebra de Borel B é a 0 — algebra de R
gerada pelos intervalos abertos. Neste caso, um elemento A € B € chamado de conjunto

de Borel ou boreliano.

Observagao 4. Note que a o — algebra de Borel B também pode ser definida como

sendo a o — algebra gerada pelos intervalos fechados de R.

Defini¢ao 2. Um espago mensurdvel é um par (X, x) onde X é um conjunto qualquer e
X € uma o —algebra de X. Além disso, os elementos de x serdo chamados de conjuntos
X—mensurdveis, ou, quando a o — algebra estiver implicita, serao chamados apenas de

mensurdveis.
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1.2 Funcoes Mensuraveis

No que segue, X = (X,x) denota um espago mensuravel.

Definicao 3. Uma funcio f : X — R é x— mensurdvel se, para cada a € R, o
conjunto

{z € X; f(z) > a}

estd em x, ou seja , € mensurdvel.

Observagao 5. Quando nao houver risco de confusdo a func¢do serd chamada apenas

de mensurdvel.

Observacao 6. Se A = {z € X;f(x) > a} € x entao B={z € X;f(zx) < a} € x
pois x € o —algebra. Além disso, seque imediatamente das propriedades de o — algebra
que C ={x € X;f(z) <a} e x e D={x € X;f(zx) > a} € x. Por outro lado, se
supomos que C' = {x € X; f(x) < a} € x, concluimos que A,B,D € x. Portanto, na
definicao de funcao mensurdvel poderiamos utilizar qualquer um dos conjuntos A,B,C

eD.

Exemplo 4. Toda funcdo f: X — R constante € mensurdvel. Com efeito,

se f(x) =c¢ Vo € X temos que

X se a<c
{r e X; f(x) >a}= (1.1)

0 se a>c

sendo que estes sempre sao conjuntos de qualquer o — algebra de X.

Exemplo 5. Seja F € x um conjunto mensurdvel. A funcao caracteristica

xE : X — R definida por

1 sexeF
XE(z) =
0 sex¢FE
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€ mensurdvel.

Com efeito, temos que

e {zeX;f(x)>a}=0sea>1elex.

e {reX;f(x)>a}=FEse0<a<leFEE€y.

e {reX;f(zx)>al=Xsea<0elX €y.
Seque que xXg € mensurdvel.

E possivel mostrar que o conjunto M (X, x) das fungoes reais y— mensuraveis for-
mam um espago vetorial com as operagoes usuais de soma e produto por escalar. Na

verdade é possivel mostrar ainda mais, que é o que o préoximo lema nos diz.
Lema 1. Sejam f,g € M(X,x) e c € R. Entao as fungoes

i. cf

i. f+g

iii. fg

iv. |f]

SA0 mensurdveis.

Para demonstragao veja [1] pagina 9.

Exemplo 6. Seja f: X — R uma funcao. Defina as funcoes
o ft:X — R dada por f*(z) = max(f(z),0).
e f7: X — R dada por f~(x) = max(—f(z),0).

As fungoes acima sao chamadas respectivamente de parte positiva e parte negativa

de f e valem as sequintes igualdades:
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S
ih. |fl = f+
Além disso, f € mensurdvel se e somente se fT e f~ sao mensurdveis. Mais ainda: f
é mensurdvel se e somente se | f| € mensurdvel. Com efeito, se fT e f~ sdo mensurdveis
o resultado seque utilizando o Lema 1. Por outro lado, se f € mensurdvel entdao os
conjuntos ET ={x € X; f(x) >0} e E- = {z € X; f(z) < 0} sdo mensurdveis e além

disso, ft(z) = f(x)xp+(x) e f~(x) = f(x)xp-(x). Logo, f* e f~ sdo mensurdveis.

A dltima afirmacdo € imediata.
O préximo lema trata da convergéncia pontual de fungoes mensuraveis.

Lema 2. Seja (fn)nen uma sequéncia em M (X,x) e defina as fungoes
. = inf f,(x).
i () = inf fule)

ii. F(z) =sup fn(z).
neN

iii. f*(x) = ligleglf fn(z).

iv. F*(x) =limsup f,(x).
neN

Entao as fungoes definidas acima sao mensurdveis e se f* = F* entao lim f,(x) é uma
neN
funcao mensurdvel.

Para demonstragao veja [1] pagina 12.

Nos ja vimos que se uma sequéncia de fun¢des mensuraveis converge pontualmente
para uma funcao f, entao f é mensuravel. O préximo lema nos garante que dada uma
fungao mensurével nao negativa f € M(X,y), é possivel obter uma sequéncia monotona
de fungoes mensuraveis nao negativas e com imagem finita ¢y, tais que f(z) = iié% on(x).

E a partir destas funcoes que definiremos a Integral de Lebesgue.

Lema 3. Se f € uma fungao nao negativa em M(X,x), entao existe uma sequéncia

(pn)nen em M(X,x) tal que
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i. 0< pn(x) <ppyi(x)Vze X ,VneN.

it. f(x) = }Lig\l] on(x) para cada x € X.

115. Cada @y, tem um numero finito de elementos na sua imagem.

Demonstrag¢ao. Seja n € N fixado. A ideia da demonstracdo é dividir a imagem da
funcao f em n2" conjuntos e a partir de suas pré-imagens definir a fungao ¢,,.

Com efeito, se k = 0,1, ..., k2" — 1 defina o conjunto
Epp ={x e X;k27" < f(z) < (k+1)27"},

e se k =n2" defina Ey,, = {z € X; f(x) > n}.

n2"
E imediato que os conjuntos Ej,, sao disjuntos e U Ei, = X. Sendo assim, defina

k=0
a funcdo ¢, da seguinte maneira:

n2m

on(x) = Zkﬁ_"x,gkn. (1.2)
k=0

Segue diretamente de sua definigdo que ¢, (z) > 0 Vo € X e, pelo Lema 1, temos
que a funcao ¢, é mensuravel.
Vamos mostrar agora que a sequéncia de fungoes (¢p,)nen satisfaz as propriedades

enunciadas:

i. Claramente temos que ¢,(xz) > 0 Vx € X. Seja entdo z € X arbitrario. Temos

que = € Fy,, para algum k; e € Ej,(,,41) para algum k com 2k; < k.

Temos assim que
—n ka -n —(n+1)
() = k127" < 527" = k2 = Pn1(2),

isto ¢, gpn(.%') < SOn-‘rl(x)'
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ii. Sejaxz € X e € > 0. Temos que existe ng € N tal que 27 < e¢. Como
eno(z) = k27" < f(x) < (k4 1)27™0

para algum k, segue que |f(x) — @po(x)] <2770 <.
iii. Segue imediatamente da defini¢ao de ¢,.

O lema esté, portanto, demonstrado. O

1.3 Medida

Nos ja introduzimos a nogao de espago mensuravel (X, x), que consiste em um con-
junto X e uma o — algebra x. Vamos agora considerar fungoes, chamadas de medidas,
definidas em x e tomando valores em R U {+occ} = R. Estas fun¢des podem ser intui-
tivamente interpretadas como a area, comprimento e massa. Portanto, é natural que
o seu valor seja nulo no conjunto () e que esta seja aditiva para a uniao de conjuntos

disjuntos.

Definigao 4 (Medida). Uma medida é uma funcdo p definida em uma o — algebra x

de um conjunto X e tomando valores em RU {+o00} = R tal que :
i. u(@) =0.
ii. w(E) >0 VE € .

iii. Se (E;)ien C x € uma sequéncia de conjuntos disjuntos entre si, entdo

I (U Ez) = u(E;) (1.3)

S 1€EN

Observagao 7. Como nds permitimos que uma medida assuma o valor +00, € possivel

que o lado direito da equagao (1.3) seja uma série divergente. Por outro lado, se
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w(E) # +o0o VE € x dizemos que u € finita.
Mais geralmente, se existe uma sequéncia (E;)ieny C X tal que p(E;) # 400, Vi € N

e X = U E;, dizemos que a medida p é o — finita .
1€N

Exemplo 7. Seja X =R e x = B a 0 — algebra de Borel. E possivel mostrar que
existe uma unica medida X\, chamada de medida de Lebesgue, definida em B tal que se

E = (a,b) € B entao \(E) = b — a. Esta medida nao € finita mas € o — finita.
Vamos agora enunciar e provar alguns resultados que serao utilizados futuramente.

Lema 4. Seja u uma medida definida em uma o—algebra x. Se E¥ e F' pertencem a x e

E C F, entao u(E) < p(F). Além disso, se u(E) < +o00 entao p(F\E) = u(F)—u(E).

Demonstragao. Basta notar que F' = EU(F\ E). Assim, u(F) = p(E)+ p(F\ E) pois
E e F\ E sao disjuntos. O

Lema 5. Seja p uma medida definida em uma o — algebra x.

a. Se (E;)ien € uma sequéncia crescente de x, isto €, se E; C F;11 Vi € N entao

1 <U Ez) = lim pu(E;). (1.4)

1€N

b. Se (F;)ien € uma sequéncia decrescente de x, isto €, se Fi11 C F; Vi€ N
e u(F1) # +oo entao

Iz (ﬂ Fz) = lim p(F). (1.5)

! 1—00
€N
Demonstra¢ao. Vamos fazer a demonstragao de cada item.

a. Se pu(F;) = +oo para algum ¢ € N entdo ambos os lados da equagao (1.4) sdo
infinitos. Podemos, portanto, assumir que pu(E;) # oo Vi € N. Defina a sequéncia

(Aj)ien de conjuntos onde A1 = Eq e Ajp1 = Eiy1 \ E;. Temos que A;NA; =0 se
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i#jelJAi=|]JEi Logo,

1€EN 1€EN

ieN

(UB) = (Ua) - Suar - Yua s

ieN €N m=1

ou seja,

1 (U Ez) = lim ( U Am> = lim p(E;) (1.7)

ieN m=1
b. Defina B; = F; \ F;. Temos que a sequéncia (B;);cy € crescente e ﬂ F, = U B;.

€N 1€EN
Aplicando a parte (a) do lema, obtemos

7 (ﬂ Fz) = p (U Bi) = lim u(B;). (1.8)
ieN ieN

Como pu(B;) # oo Vi € N, segue pelo Lema 4 que pu(B;) = p(F1) — p(F;). Assim,

temos que

lim p(F;) = p(F1) — lim p(B;) = p(F1) — p (U Bi) : (1.9)

1€N

Como U B;=F\ ﬂ F;, segue que
1€N 1€N

M (U Bi) = p(Fy) — p <ﬂ Fz> : (1.10)

1€N 1€EN

ou seja,

lim pu(F) = p(Fq) — (u(Fl) — lim p (ﬂ Fz)) = lim 4 (ﬂ Fz) (1.11)
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Definigao 5 (Espaco de Medida). Um espago de media é uma tripla (X,x, p) consis-

tindo de um conjunto X, uma o — algebra x e uma medida 1 definida em x.

Exemplo 8. Considere o espago de medida X = (R,B,\) onde B € a 0 — algebra de

Borel e \ € a medida de Lebesgue.

1. Se a € R, temos que o conjunto {a} € B pois
1 1
{a} = <a—n,a+n> (1.12)
neN

e, pelo mesmo motivo,

. 1 1 2
A({a}):T}LH;OA(<a—n,a—{—n))—nhﬁrgon—O. (1.13)
2. Concluimos a partir do item (1) que se E C R € um conjunto enumerdvel, entao

E € B e AM(E) = 0. Em particular, o conjunto Q dos nimeros racionais €

mensurdvel e tem medida nula.

3. Temos claramente que

ab) = ) (a—i,b) @bl = (a,b—i—;) ela] = ) <a—i,b+;>.

neN
Logo, A((a,b)) = A([a,b)) = A ((a,b]) = A([a,b]).

4. Se A CR ¢ um conjunto aberto, entao \(A) = 0 se, e somente se, A =10. Com
efeito, se v € A e A € aberto, entio existe § > 0 tal que (a — d,a+9) C A e
consequentemente A\(A) > 2§ pelo Lema 4. Por outro lado, se A = () temos por

defini¢ao de medida que A\(A) = 0.

Para finalizar esta secao, vamos introduzir uma terminologia muito tutil e que seréa

utilizada posteriormente. Dizemos que determinada proposigao é valida p—gq.t.p. (quase
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todo ponto) se existe um conjunto de medida nula N € x tal que a proposi¢ao em
questao ¢é véalida em X \ N. Quando a medida p estiver subentendida diremos apenas

que a proposicao é valida q.t.p.

1.4 A Integral

Nesta secao nos vamos definir o conceito de integral primeiramente para fungoes men-
suraveis simples nao negativas e, posteriormente, para funcoes reais mensuraveis ar-
bitrarias. O resultado principal é o Teorema da Convergéncia Mon6tona que é uma
ferramenta bésica para o desenvolvimento posterior da teoria. Sendo assim, no que
segue X = (X,x,u) como espago de medida fixo e vamos denotar o conjunto de to-
das as fungbes x—mensuraveis por M = M (X, x) e o conjunto de todas as fungoes

X—mensuraveis nao negativas por M = M (X, x).
Definicao 6. Uma funcio ¢ : X — R € simples quando seu conjunto imagem € finito.

Temos que uma fungao simples ¢ pode ser representada da seguinte forma

n
o= aixg, (1.15)
=1

onde a; € R e E; € x, para todo i € {1,2,....,n}. Mais ainda: se exigimos que os a;
sejam distintos entre si, e que os E; sejam disjuntos entre si, esta representacao é tnica

e chamada de Representagdo Padrao da fungao simples (.

Definigao 7 (Integral de uma fungio simples). Seja ¢ € M™ uma funcao simples com
representacao padrao dada por

SOZZQZ'XEZ" (1.16)
i=1
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Entao a integral de ¢ com respeito a medida p € definida como

/sodu = Zam (Ei) .- (1.17)

Observagao 8. Na definicdo acima e no que seque estamos convencionando que

0-00=0.

Exemplo 9. Considerando X = (R, B, \), temos que a integral da fun¢ao identicamente
nula € igual a zero, enquanto que a integral de qualquer outra funcao constante nao

negativa € 400.
FEnunciamos a seguir algumas propriedades elementares da integral.

Lema 6. i. Se ¢ e sao fungoes simples em M e c > 0, entdo:

/(¢+¢)dﬂz/¢dﬂ+/¢dﬂ (1.18)

/cgpduzc/gpd,u (1.19)

1. Se A € definida em x como sendo

ME) = /SDXEdM (1.20)

entdo A é uma medida sobre x.

Para demonstragao veja [1] pagina 29.

Definigao 8 (Integral de uma fun¢ao mensuravel nao negativa). Seja f € M™T e

® o conjunto de todas as fungées simples de M tais que p(x) < f(x), Vo € X.
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i. Definimos a integral de f com respeito a medida p como sendo
/fdu— sup/gpdu (1.21)

ii. Se f € MT e E € x entio fxg € MT e a integral de f sobre E ¢ definida como

sendo

/EfdMZ/fXEdu- (1.22)

O lema a seguir é consequéncia imediata da definicdo acima e nos garante que a
integral € mondtona com respeito ao integrando e com respeito ao conjunto sobre o qual

se esta integrando.

Lema 7. 1. Se f e g pertencem a M™" e f(x) < g(z), Yz € X, entdo

[ tin< [ gan (1.23)

2. SefeMT™ eE Fecx comECF entio

/E Fdu < /F fdu (1.24)

Agora estamos preparados para enunciar e provar o resultado mais importante desta
secdo . O Teorema da Convergéncia Mondtona, devido a B. Levi nos da a ferramenta

chave para as obter propriedades fundamentais de convergéncia da Integral de Lebesgue.

Teorema 1 (Convergéncia Monotona). Se (fn)neny € Mt é uma sequéncia mondtona
crescente, isto €, fn(x) < fuy1(z), Yo € X e (fn)nen converge pontualmente para uma

funcao f, entao f € M e vale que

/ fdp = lim / Fady. (1.25)
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Demonstracdo. Pelo Lema 2 temos que a fungao f é mensuravel.

Como fp(z) < fo+1(x) < f(z), segue, pelo Lema 7 que

/fndug/fnﬂdug/fdu, Vn € N. (1.26)
Portanto, temos que
le fnd,ugffdu. (1.27)

Para mostrar a desigualdade oposta, seja @ € R com 0 < o < 1, ¢ uma fungéo simples

em M™ satisfazendo ¢(z) < f(z), Vz € X e defina para cada n € N o conjunto
Ay ={z € X; fu(x) > ap(x)}. (1.28)

Afirmagao 1. Temos que A, € x, Yn € N. Com efeito, se p = > /" aixXE, € a

representacao padrao da funcdo @, temos que
Apn={zr € X; fu(x) > aa} NE)U...U({z € X; fu(z) > aan} N Ey) (1.29)

e portanto A, € x.

Afirmagao 2. Temos que A, C Anq1 pois se © € Ay, temos que fny1 > fu(x) >
ap(x).

Afirmacgao 3. Temos que X = U A,. Com efeito, se x € X, entdo existe ng € N tal

neN
que p(x) < fro(x) < f(x) pois f(x) = limyen fn(z) €, consequentemente, x € Ay, .

Aplicando o Lema 7 obtemos que

/A g s /A iy < /X fuddps = / Fud. (1.30)
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Afirmagao 4. Temos que
/godu: lim/ wdp. (1.31)
n—oo An

Com efeito, pelo Lema 6 temos que a fun¢do A definida em x por

NE) = [ oxudu (1.32)

€ uma medida e, utilizando o Lema 5 obtemos que

/godu =AMX) = lim A(4,) = lim wdjs. (1.33)

n—oo n—00 A

Sendo assim, passando o limite em (1.30) obtemos que

o [odu< [ fudn (1.34)

Como a desigualdade acima vale para qualquer o € R com 0 < a < 1, temos que

[t < [ guan (1.35)

e como ¢ &é uma fungao simples arbitraria em M T com ¢(z) < f(z) Vz € X, segue que

/fduz sup/cpdu < lim /fndm (1.36)

ped

onde ® ¢ o conjunto de todas as fungoes simples ¢ em M™ com ¢(x) < f(x), Vo € X.

Utilizando as desigualdades (1.27) e (1.36) concluimos que

/ fdp = lim / jxm (1.37)
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Observagao 9. Note que nao estamos assumindo que ambos os lados da equagao (1.51)
sao finitos. Com efeito, a sequéncia (f fndu)neN € mondtona crescente de niumeros

reais estendidos tendo um limite em R mas talvez nao em R.

Vamos agora expor alguns resultados imediatos do Teorema da Convergéncia Mo-

noétona.

Corolario 1. i. Se fe M ec>0, entdocf € M e
/cfd,uzc/fdp. (1.38)
ii. Se f,ge M™, entio f+g€ M™ e

/(f+g)du = /fdu+/9du- (1.39)
Demonstracdao. Vamos provar cada um dos itens.

i. Se ¢ =0 o resultado é imediato. Se ¢ > 0, seja (¢n)nen uma sequéncia mondtona
crescente de fungoes simples convergindo para a funcao cf (vide Lema 3). Aplicando

o Lema 6 e o Teorema da Convergéncia Mono6tona obtemos que

/cfd,u = lim /capndu =c¢ lim /gond,u, = c/fd,u,. (1.40)
n—oo n—o0
ii. Demonstragao anéloga a feita no item anterior.

O

O proximo resultado também é uma consequéncia do Teorema da Convergéncia
Monoétona. Ele é muito importante uma vez que nos permite lidar com sequéncias de

funcoes que nao sejam mondtonas.
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Corolario 2 (Lema de Fatou). Se (fn)neny € M ™ entao

/ <lim inf fn> dp < lirginf/fndu. (1.41)

n—o0

Demonstragao. Para cada m € N, defina gp,(z) = inf{fm(x), fm+1(z),...}, Vo € X.

Assim, temos que se m < n, entdao g, (x) < fn(x) Vo € X e, consequentemente,

/gmdu < /fndu, (1.42)

ou seja,

/gmdu < liniinf/fndu. (1.43)

Como a sequéncia (gm)men ¢ mondtona crescente, isto é, g (z) < gmi1(z), Vr € X e

o seu limite é liminf f,,, segue, pelo Teorema da Convergéncia Mondtona, que
n—oo

/ (lﬂg‘}f fn) dp = lim / gmdp < lim inf / fndp. (1.44)

Corolario 3. Se f € M e X € definida em x por

ANE) = /Efdu, VE € x, (1.45)

entio A é uma medida.
Demonstracao imediata a partir do Teorema da Convergéncia Mondtona. Para mai-

ores detalhes veja [1] pagina 34.

Corolario 4. Suponha que f € M. Entao f(x) =0 u— q.t.p. se, e somente se,

/fd/L =0 (1.46)
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Demonstragao. Se a equagao (1.46) é valida, defina, para cada n € N, o conjunto
1
E,=zxeX;f(x)>—¢. (1.47)
n
. 1 N
Temos assim que f(z) > —xg,(x), Vo € X e entao
n

1 1
0= /fdu > /nXEnd,u = —#(En) 20, (1.48)

ou seja, u(Fp) =0. Se N = {zx € X; f(x) > 0} temos entao que

N =] En, (1.49)
neN

e como FE, C E,1; segue, pelo Lema 7, que p(N) = 0, ou seja, que
f(z)=0, Vee X CN

com u(N) = 0.
Reciprocamente, se f(z) =0 pu —q.t.p. e E={x € X; f(x) > 0}, entdo pu(E) =0e
definindo para cada n € N, f,(z) = nxpg, obtemos que f > liminf f,, e, pelo Lema de
n—oo

Fatou, segue que

0< /fd,u < linr_l)inf/fnd,u =0. (1.50)
O

Abaixo, apresentamos uma versdo do Teorema da Convergéncia Mono6tona substi-

tuindo a convergéncia pontual em X pela convergéncia y — q.t.p..

Corolario 5 (Teorema da Convergéncia Mondtona com convergéncia u — q.t.p.). Se

(fr)nen C Mt € uma sequéncia mondtona crescente, isto €, fn(x) < fni1(x), Vo € X



1.5. Fungoes Integraveis 33
e (fa)nen converge p — q.t.p. para uma fungao f, entio f € M™T e vale que
/fd,u = lim /fnd,u. (1.51)
n—oo
Demonstracao. Seja N o conjunto de medida nula tal que
f(z) = lim f,(x), Ve e M =X\ N.
n—oo

Temos que f,xa converge pontualmente para fxas em X e pelo Teorema da Conver-

géncia Monoétona segue que
/fXMdM = ,}LH;O/f"XMd/" (1.52)
Como pu(N) =0, segue que fxy = foxny =0 p — g.t.p e pelo Coroléario 4 obtemos que
/fXNd,u:/anNduzo Vn € N. (1.53)

Como f = fxm + fXN € fn = faxm + faXn o resultado segue.

Corolario 6. Suponha que (gn)nen seja uma sequéncia em M. Entdo

/ (Zg”> =32 ( f ). (1.54)

neN neN

Demonstracao. Basta aplicar o Teorema da Convergéncia Mondétona & sequéncia

n=91+g2+9g3+..+9gn O

1.5 Funcoes Integraveis

Na se¢ao anterior nos definimos a Integral de Lebesgue de uma fungao arbitraria
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f € M™. Nesta secdo vamos estender este conceito para funcoes em M, isto ¢, fun-
¢oes mensuraveis podendo tomar valores positivos ou negativos. Para isto, chamamos

a atencao ao fato de que se f € M, entdo sua parte positiva f e sua parte negativa f

sao elementos de M, estando, portanto, bem definidos os nimeros ( em R)

/f*du e /fdu. (1.55)

Definicao 9. A conjunto L = L(X,x, 1) das fung¢des integrdveis a Lebesgue com respeito
a medida | consiste no conjunto de todas as fungoes mensurdveis f € M, tais que a

suas partes positiva e negativa possuem integral finita, ou seja,

L=LXx,n) = {fEM(X,X);/f+du<+ooe /fd,u<+oo}. (1.56)

Neste caso, se f € L entao sua integral com respeito a medida p é definida por

[ tin= [ rrau= [ an (1.57)

e, se E € x, definimos a integral de f sobre EE com respeito a medida [ por

/EfduszXEduz /f+XEdﬂ_/fXEdM- (1.58)

O objetivo principal desta se¢ao é o Teorema da Convergéncia Dominada de Le-
besgue, que segundo o proprio Lebesgue, é o o teorema mais importante de sua teoria.
Para isto, vamos enunciar e provar alguns resultados.

O resultado a seguir é comumente chamado de "propriedade da integrabilidade

absoluta"da integral de Lebesgue.

Lema 8. Seja f € M. FEntdao f € L, ou seja, [ € integrdvel se, e somente se, |f| é
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integravel. Nesse caso, temos que

] / fdu] < [ ifla (1.59)

Demonstragao. Por definicao temos que f € L se, e somente se, f e f~ pertencem a
M e tém integral finita. Como |f| = f* + f~, segue que f ¢ integravel se, e somente

se, |f| é integravel. Além disso, temos que

‘/fdu‘ - ’/f*dﬂ—/fdu‘ < ’/f*dﬂ'Jr‘/fdu‘ — [1rldn (60)

Corolario 7. Se f € M, g € integrdvel e |f| < |g|, entao f € integrdvel e

[ 1s1au< [ lgian (1.61)

Demonstracao. Basta aplicar o lema anterior para concluir que | f| é integravel e, conse-

quentemente, f é integravel. Utilizando o Lema 7 obtém se a desigualdade desejada. [

E possivel mostrar que o conjunto L = L(X, x,u), munido com as operagdes usuais
de soma e produto por escalar utilizadas para fung¢oes, € um espago vetorial. A demons-
tragao é canonica e pode ser encontrada em [1], pagina 43. Sendo assim, vamos apenas

enunciar o resultado.

Lema 9. Se fge L ea € R, entao f +g € L assim como af € L e além disso vale

que

/(f+g) dM:/fd,u—l—/gdu (1.62)
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0.

[@hdn=a [ sn (1.63)

ou seja, L é um espago vetorial real quando munido com as operagoes usuais de soma

e produto por escalar das funcoes.
Vamos agora mostrar o resultado principal desta secao.

Teorema 2 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (fn)neny C L uma sequéncia
de fungoes integrdveis que converge p — q.t.p. para uma fungdo mensurdvel f. Suponha
que eziste uma funcgao integrivel g € L tal que |fp(z)| < g(z), Vo € X ,Vn € N. Entao

f € integrdvel e vale que
/fdu: ILm /fndu. (1.64)

Demonstracdo. Seja N o conjunto de medida nula tal que

f(z) = lim fu(z), Vo € M = X \ N. (1.65)

n—oo

Redefinindo as fungoes f, e f em N como sendo identicamente nulas, obtemos que a
convergéncia pontual se d4 em todo o conjunto X e isso nao altera o valor das integrais
pois o conjunto N tem medida nula. Assim, como |f| < g em X, segue pelo Lema 8 e
Corolario 7 que f é integravel.

Vamos mostrar agora que

/ fdp = Tim / Fady. (1.66)
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Com efeito, como g + f,, > 0, podemos aplicar o Lema de Fatou e concluir que

/gdu+/fdu—/(9+f)du Sligleglf/(ﬁfn)du

= ligleglf </ gdp + /fmiu) (1.67)

:/gdu-l—liminf/fndu,
neN
ou seja,
/fd,ugliminf/fnd,u. (1.68)
neN
Por outro lado, temos também que g — f, > 0 e, de maneira analoga, concluimos
que
/gdu— /fdu < /gdu—limsup/(fn)du, (1.69)
neN
ou seja,
limsup/fndug/fdu. (1.70)
neN

Combinando as duas desigualdades concluimos que

/fdu:JLn;o/fndu. (1.71)

e o teorema estd demonstrado. O
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Capitulo 2

Espacos LP

No capitulo anterior nés definimos a Integral de Lebesgue de uma fung¢ao mensuravel
arbitraria. Como vimos no Lema 9, o conjunto L = L(X, x,u) de todas as fungoes
integraveis se torna um espaco vetorial real com as operagoes usuais de soma e produto
escalar definidas para as fungoes. Neste capitulo nés iremos colocar uma estrutura de
espaco de Banach no conjunto das fungoes integraveis e veremos que para fazer isto,
é necessario identificar duas fungdes que sao iguais p — ¢.t.p. O conjunto formado por
essas classe de equivaléncias sao os chamados espagos de Lebesgue LP. O resultado
principal deste capitulo é o Teorema de Riez-Fischer, segundo o qual, se 1 < p < o©

entao o espaco LP é um espago de Banach com a norma

HWMZV/WWM

Definigao 10. Se V' é um espago vetorial real, entao uma fungao || -] : V — R €

chamada de norma se satisfaz as sequintes condigoes:
i |lull >0, VueV.

ii. ||ul| =0 se, e somente se u = 0.
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ii. [lau|| = |al||lul], Yo €R; Yue V.
iv. flu+ ol < Jull + Joll, Yo e V.
Exemplo 10. A fung¢iao mddulo |- | : R — R define uma norma em R.

Exemplo 11. Se V = R"”, entdo as func¢ées a sequir definem uma norma no espaco

euclidiano R™:
1. ulls = |ur] + |ue| + ... + |un|, Yu = (u1,u2,...,un) € R™.

2. ||ullm = max{|uil,|ual|,...,|unl}, Yu = (ui,ug,...,u,) € R"™.

3. u|l = T\‘/|u1\2 + ugl? + ... + |unl?, Yu = (u1,u2,...,u,) € R™.

Exemplo 12. O espaco |1 das sequéncias reais * = (Tp)neN cujas séries sao absoluta-
mente convergentes, isto €, tais que S(x) = > |x,| < 00, € um espago vetorial normado

com a norma definida por S.
Exemplo 13. Se consideramos em V = Cl[a,b] a funcio definida por

N(u) = sup |f'(z)] ;Yu € Ca,b] (2.1)
z€[a,b]

temos que N ndo define uma norma em C'[a,b]. Com efeito, temos que a fun¢io N
satisfaz as condigoes i, i, e v da Defini¢cao 10, porém qualquer funcdo constante c
satisfaz N(c) = 0. Logo a condi¢ao ii nao € satisfeita e consequentemente N nao define

uma norma em C'[a,b].

Observagao 10. Quando uma fung¢do definida em um espaco vetorial V satisfaz as

condigoes i, iii, e tv da Definicao 10, dizemos que esta funcao € uma semi-norma.

Definigao 11. Seja X = (X, x,pn) espago de medida. Se f € L = L(X,x,u) entao

definimos a func¢ao N, : L — R como sendo

N5 = [15Pdu vt e L (2:2)
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O lema a seguir nos diz que a fungdo definida acima é uma semi-norma no espago
L.

Lema 10. O espago L = L(X, x,u) € um espago vetorial e a fungao

N,(f) = / fPdu Vi e L

define uma semi-norma em L. Além disso, se N,(f) =0, entiao f =0 p — q.t.p.

Demonstracao. Pelo Lema 9 temos que L é um espago vetorial. Vamos mostrar que a
fungao N, satisfaz cada uma das condigoes da Definicao 10. Com efeito, é imediato
que N,(f) > 0 e que N,y(af) = |a|Nu(f), para toda f € L. Além disso, temos que se

f.g € L, entao |f 4+ g| € L e vale que |f + g| < |f|+ |g|. Logo, pelo Lema 7, temos que

J15+slauws [(s1+ lobdn= [ 191+ [ Iglan (23)
Isso mostra que a funcao N, define uma semi-norma em L e, pelo Corolério 4, temos
que N,(f) =0 se, e somente se, f =0 p — q.t.p. O

A fim de tornarmos o espaco L em um espaco vetorial normado, introduzimos em

X = (X, x,u) a seguinte relagao:
Definicao 12. Sejam f,g € X. Dizemos que f ~ g se f =g p— q.t.p.

Claramente a relagao acima define uma relagao de equivaléncia em X. Note que ao
passarmos o quociente pela relacao 12 no espago L, estamos identificando duas funcoes

que sdo iguais u — q.t.p. Assim, se f,g € L e f ~ g, entao

/ fdp = / gdy. (2.4)
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Em particular, se f € L é tal que f =0 u — ¢.t.p, entéo |f| =0 u — g.t.p, e assim,

[ 1fldu=o. (2.5)

Desta forma, o conjunto L1 = L1(X, x,u) de todas as classes de equivaléncia de [f]

com f € L se torna um espago normado com a norma

Wm—/mw.

Com efeito, L1 claramente se torna um espago vetorial com as operagoes de soma e
produto por escalar usuais: [f + g] = [f] + [g] e a[f] = [af] para quaisquer [f],[g] € L1
e a € R. Além disso, temos que a norma || - ||; estd bem definida, pois se [f],[g] € L1

com [f] = [g], entdo |f| =g p— q.t-p. e

|Wm=/mw=/mw=mm. (2.6)

As condigoes (7), (ii7) e (iv) da definicdo de norma claramente sao satisfeitas. Fi-

nalmente, se ||[f]||1 = 0, entao

[ 1fldu=o. (27
ou seja, f =0 pu — q.t.p. e portanto [f] = [0].

Observagao 11. Note que os elementos do conjunto L1 sao classes de equivaléncias de
fungoes. Porém, é costumeiro tratd-los como fungoes uma vez que seu comportamento
algébrico € o mesmo. Sendo assim, no que seque, denotaremos as classes de equivaléncia

[f] € L1 apenas por f e escreveremos || f||1 ao invés de ||[f]||1-
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2.1 Os espacos L,

Nesta secao vamos estudar uma familia de espagos normados formados por classes de

equivaléncias de fungoes mensuraveis.

Definigao 13. Seja 1 < p < oo. O espago L, = Ly(X,x,p) consiste em todas as

classes de equivaléncia das fungoes mensurdveis f € M(X,x) tais que

/X |fPdp < oo. (2.8)

Ja vimos que se p = 1, entdo o espago Lj se torna um espago normado com a
norma / |uldp Yu € L,. A proposigao a seguir generaliza este resultado para o caso

de 1< p<oo.

Proposicao 1. Seja 1 < p < o0o. O espago L, € um espago vetorial real. Além disso,

a sequinte fungao define uma norma em Ly:

fullr = ( /. W)‘l’ (2.9

Para provar a proposi¢ao acima, vamos enunciar e provar algumas desigualdades

importantes validas para os espagos L.

Lema 11 (Desigualdade de Young). Sejam A,B € R posititivos. Se p,q € [1,00) sdo
1 1

tais que — + — =1, entao
p q

AP BP
AB < — 4+ —/. (2.10)
P q

Demonstrag¢ao. Temos que se 0 < o < 1 a fungao f definida em (0, 00) por f(t) = at—t“
¢ derivavel e f'(t) = (1 — ), onde 8 = 1 — . Logo, temos que f'(t) <0se 0 <t <1

e f'(t) > 0set > 1. Sendo assim, temos que f(1) < f(t),Vt € (0,00), ou seja,

t* <at+(1—a), Vte (0,00). (2.11)
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Tomando ¢ = ¢ na inequagao acima, onde a,b € (0,00), e multiplicando por b obtemos

que

a®b’® < aa + Bb, (2.12)

onde a igualdade vale se, e somente se, a = b.

Tomando o = %, A =dP e B =10P, concluimos que

P P
AB < A + B—, VA,B, € (a,00), (2.13)
p q

onde a igualdade vale se, e somente se, A = B.

O

1 1
Lema 12 (Desigualdade de Hélder ). Sejam f € L, e g € Ly, onde — + — = 1. Entdo
p 9

fg € L1 e vale que

1fglly < 17 115llgllg (2.14)

Demonstracao. Se f = 0 ou g = 0 o resultado é imediato. Sendo assim, suponha que

| fllp # 0 e |lgllg # 0. Temos que o produto fg é mensuravel e utilizando a desigualdade

de Young com A = / e B= J obtemos que
£l l9llq
p q
I lpllglle = 2lflly — allgllg
e integrando obtemos
d
J1fgldn (2.16)
1f1lpllglly <1
ou seja,
gl < £ lIpllgllq- (2.17)
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Lema 13 (Desigualdade de Minkowsky). Seja 1 < p < oo e f,g € L,. Entao

1f+9llp < 1 f1lp + lgllp- (2.18)

Demonstracao. Temos que

[f+glP <221 f17 + 19l") (2.19)

pois a fungao t — tP é convexa para t > 0. Isto nos mostra que f + g € L,. Observe

agora que
f+gP=1f+gl-[f+gP " <IfIf+9P " +gllf +glP" (2.20)
. 1 1
Note agora que como f + g € Ly, segue que |f + g|P € Li. Além disso, se — + - =1
P q

entdo p = (p — 1)q e segue que

[Us+ary du= [ 17+ glran (2.21)

ou seja, |f + g[P~! € L.

Aplicando a desigualdade de Holder obtemos que

15117 + g~ < 171015 + gl 2.2

e que

P
/ gl1F + gP1du < gl NI + gl (2.23)

Integrando em (2.20) e utilizando as desigualdades acima obtemos que

2 P L
1f+gllb < I fllpllf +glle +lglpllf +glle < (1f +gllp (Ifllp +lgllp) - (2.24)
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P
Se || f+gl|/p = 0 o resultado é imediato. Caso contrario, dividimos (2.24) por || f+g||5

e utilizando o fato de que p — % = 1 obtemos que

1+ glly < [1fllp + llgllp- (2.25)

Note que a demonstragao da Proposi¢gao 1 é imediata a partir da desigualdade de

Minkowsky. Com efeito, se f,g € L, e o, f € R entéo aof + g € L, pois

1
(/ af + ﬁgldﬂ> b leef + Byllp < lalllfllp + 1Bllgllp- (2.26)

Além disso, a funcao definida em (2.9) 6bviamente define uma norma em L.
Sendo assim, resta saber se o espago L, é completo nesta norma, o que é verdade e

serd provado no préximo resultado.

Teorema 3 (Riesz-Fischer). Seja 1l < p < co. Entao o espago L, munido com a norma

1
lull, = (/ ‘u|pd,u,) " Vuel, (2.27)

€ completo, isto €, L, € um espaco de Banach.

Demonstracao. Seja (un)nen C L, uma sequéncia de Cauchy. Dado € > 0, existe

ng = no(€) tal que se n,m > ng entao

I fn = fullp <€, (2.28)

ou seja

/ |fn - fm‘gdu < €P. (2.29)

Fixe ny > n. E possivel obter ny > ny tal que || fn, — fu, ||p < 3, Pois a sequéncia é de
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Cauchy. Prosseguindo desta maneira obtemos uma subsequéncia (fp, Jken tal que

1
Hka+1 - fnk”p < 27 (2'30)

Para nao carregar a notacao denotemos g, = fn,. Seja entao

g9(x) = lg1(@)| + > lgr+1(x) — gi(@)]. (2.31)

keN

Temos que g € mensuravel e ndo negativa. Sendo assim, aplicando o Lema de Fatou

concluimos que

/|g|pdu<hm1nf/

p
lg1] + Z |Gk+1 — gkl] dp, (2.32)
k=1

ou seja,

1
(/ \9\de> < lim inf [HngerZIngH ngp] < lgallp + 1. (2.33)

k=1

Defina £ = {z € X;g(z) < oo}. Temos que E € x e u(X \ E) = 0. Logo, a série
definida em (2.31) é absolutamente convergente p — g.t.p. Desta forma, defina f em X

da seguinte maneira:

o0
)+ (gr1(z) — gi(x)) se z € E;
k=1

fa) = (2.34)

0 se x#F.

Temos que g — f p—q.tp. e |gr] < g, Vk € N. Pelo Teorema da Convergéncia
Dominada concluimos que

oo
/!f\ du—nlggo/

n p
91+ > (g1 — i)l | du < 2°|lg|lph < oo (2.35)
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e portanto f € L,. Como |f — gix[? < 2PgP, segue pelo Teorema da Convergéncia

Dominada, que

-k _ 2.
0 gl!f 9kl ps (2.36)

e portanto g — f em Ly,
Resta mostrar que f, — f em L,. Para isto, note que tomando m > ng e k € N

suficientemente grande temos que

/|fm — glPdp < €. (2.37)

Aplicando o Lema de Fatou, obtemos que

15— <t [ 15 = g < o (2.39)

sempre que m > ng. Isto prova que f,, — f em L,,. O



Capitulo 3

Aplicacao: Um problema de

contorno linear

Neste capitulo, faremos um exemplo de aplicacao da teoria da integracao de Lebesgue
no estudo de equacoes diferenciais. Como veremos a seguir, os métodos variacionais
sao uma das principais ferramentas utilizadas para resolver problemas na teoria das
equacoes diferenciais. A idéia central é a formulacao de um problema variacional equi-
valente, em um certo sentido, que consiste na obtencao de pontos criticos para um
funcional associado ao problema diferencial. O termo funcional é usado para designar

uma fungao real cujo dominio é um espago vetorial.

3.1 Um Problema de Contorno Linear

Considere o seguinte problema de contorno

Lu = f, em [a,b], u(a) =u(b) =0, (3.1)
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onde

Lu = — (p(t)u') + q(t)u (3.2)

é um operador diferencial atuando em funcoes C?[a,b] e as funcdes p,q e f, definidas no

intervalo [a,b] satisfazem as seguintes hipoteses:
i. p € Cllab] e p(t) >0, Vt € [a,b].

ii. g € Clab] e q(t) >0, Vt € [a,b].

iii. f € Cla,b].

Definigao 14 (Solugao Cléssica). Uma solugao cldssica do problema (3.1) € uma fungao
u € C?[a,b] que satisfaz a equacgio (3.1) e se anula nos extremos do intervalo [a,b], ou

seja, u(a) = u(b) = 0.

A definicdo acima nos motiva a questionarmos o seguinte:
Para responder a pergunta acima, vamos buscar algumas condigbes necessarias.
Para isto, seja v € C''[a,b] com v(a) = v(b) = 0 e suponha que ug € C?[a,b] seja uma

solugao cléassica de (3.1). Multiplicando a equacao (3.1) por v e integrando obtemos

b , b
_/ [(p(t)u’(t)) v(t)—{—q(t)u(t)v(t)] dt:/ f(®)v(t)dt (3.3)

Utilizando integragao por partes obtemos que

b b ,
/ PO (B (B)dt = — / (p(t)') w(2)dt (3.4)

e, substituindo (3.4) em (3.3), obtemos que

b b b
/p(t)u’(t)v’(t)dt+/ q(t)u(t)v(t)dt:/ f(t)v(t)dt. (3.5)
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Conclufmos entdo que toda solucao classica u € C?[a,b] do problema (3.1), se existir,
deve satisfazer a equagdo (3.5) para qualquer v € Ct[a,b] com v(a) = v(b) = 0. Por
outro lado, nao é 6bvio que a reciproca seja verdadeira. Na verdade, a funcao u nao
precisa nem ser de classe C2, bastando por exemplo que u € Col [a,b]. Isto nos motiva a

seguinte definicao.

Definigcao 15. Uma funcao u € C& ¢ uma solugao fraca de (3.1) se satisfaz a equagao

(3.5) para todo v € C¢[a,b], isto é, se

b b b
/ (B ()0 (£)dt + / g(Du(t)o(t)dt — / Fo(bdt, Yo e Cllall  (3.6)

Observagao 12. Para nao deizar a notacao excessivamente carregada, iremos Suprimir
o intervalo e a varidvel de integracao uma vez que estes sGo 0s mesmo sempre. Sendo

b
assim, utilizaremos a notagdo /fdt para desz’gnar/ f(t)dt.
a

Veremos agora que é mais facil procurar por solugoes fracas. Para isto, considere o

funcional @ : C{[a,b] — R dado por

1 1
d(v) = Q/pv'th+ 3 /qudt - /fvdt, Vo € Clla,b]. (3.7)

Sejam ug,v € Ca,b] e h # 0 € R. Temos que

®(ug + hv) — h
(uo + 1;3 (uo) _ /pugv'dt—k/mtovdt — /fvdt—i— 2/17”/2 +quidt,  (3.8)

e consequentemente,

P - P
lim (uo + hv) (u0) = /pu'ov'dt—I—/quovdt—/fvdt. (3.9)

h—0 h

Observacao 13. O limite acima € chamado no Cdlculo das Variagées como Primeira

Variagao do funcional ® e serd denotado por ®'(ug) - v.
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Temos entdo que se uy € C} for um minimo do funcional ®, entao
®(up) < ®(ug +tv), Yo € Cila,b],Vt € R, (3.10)

e assim, ®(ugp) -v =0, Vo € Ci. Com efeito, basta considerar a funcio ¢, : R — R
dada por ¢,(t) = ®(up + tv), V¢t € R. Temos que t = 0 é um ponto de minimo de
ou; Yo € C} e assim @ (up) - v = ¢} (0) = 0. Sendo assim, concluimos que se ug é um
ponto de minimo do funcional ®, entdo ug ¢ uma solugao fraca do problema (3.1), ou
seja, a existéncia de uma solucao fraca para o problema (3.1) pode ser estabelecida se
provarmos que o funcional ¢ tem um minimo.

Seguindo nesta direcao, mostraremos inicialmente que ® ¢é limitado inferiormente.
Para isto, note que se 0 < p = tnfir})]p(t) e, utilizando que ¢(t) > 0,Vt € [a,b], junta-

a,

mente com a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos que

o zp [ ([ ) ([#)" e

Para prosseguir, vamos utilizar a seguinte desigualdade:

Proposicao 2 (Desigualdade de Wirtinger). FEziste ¢ € R positivo e independente de

u tal que

b b
/ u(t)?dt < 02/ u'?(t)dt, Yu € C}la,b]. (3.12)

Demonstracao. Seja u € C[% [a,b]. Pelo Teorema Fundamental do Calculo, temos que

u(t) = / o (3)ds. (3.13)
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Note agora que, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos

/a t W/ (s)ds

[N

[u(®)|* = Ju(?)]

(Luwﬁﬁf,

(3.14)

< / u(®)[[/(s)lds < [u(t)|(t - a)

ou seja,
1
t 2
u(t)] < (t —a)? </ u’2(s)ds> . (3.15)
Elevando ambos os lados ao quadrado, obtemos

w(®)? = [u(®)|? < (t - a) / W%(s)ds, (3.16)

ou ainda,

b
u(t)? = |u(t)]* < (t - a)/ u'?(s)ds. (3.17)

bh— 2
Tomando ¢* = ( 2a) e integrando ambos os lados da inequacao (3.17), obtemos

/bu(t)%lt <c? /bu’Q(t)dt (3.18)

O

Observagao 14. A melhor constante ¢ da desigualdade acima pode ser obtida utilizando
séries de Fourier. Além disso, existe uma versao multidimencional da proposicao acima
conhecida como Desigualdade de Poincaré. Para maiores detalhes veja [3] pdgina 31 e

[2] pdgina 290.

Utilizando a desigualdade de Wirtinger em (3.11), obtemos

oz e[ ) ([ )" 19
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Fazendo X = [/ 2dt concluimos que
1
2
d(u) > pX? —c (/ f2> X, (3.20)

2
c
que é um polindémio do segundo grau, cujo valor minimo é T / f2dt. Segue portanto
P
que

2
®(u) > —Zﬁ/det, Vu € Clla,b]. (3.21)

Concluimos assim que o funcional ® é limitado inferiormente. Resta entdao nos
questionar se seu infimo é assumido, isto é, se o funcional ® possui um minimo em
Cila,b].

O Teorema de Bolzano-Weierstrass da Analise afirma que toda funcao real definida
em um intervalo fechado e limitado da reta assume seu infimo neste intervalo. O
essencial deste resultado sao fatos topologicos a respeito da fungao e de seu dominio e,

de fato, é possivel generalizar este resultado da seguinte maneira.

Teorema 4. Seja X um espaco topoldgico compacto e f : X — R uma fun¢ao semi-
continua inferiormente. Entdo o seu infimo € assumido, isto €, existe xg € X tal que

fzo) < flx), Vo e X.
Demonstrac¢ao. Para uma demonstracao veja o Apéndice A, Teorema 8. O

Para tentar aplicar o Teorema 4 precisamos introduzir alguma topologia no conjunto
C’é [a,b]. Sendo assim, note primeiramente que este ¢ um espago vetorial sobre o corpo
dos niimeros reais quando muanido com as operacgoes usuais de soma e produto. Além

disso, ele se torna um espaco normado se o munirmos da norma

1
2
lu| = </u’2dt> , Yu e C}. (3.22)
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Designemos, entdo, por X o espago normado C{[a,b] munido com a norma definida

m (3.22).
Proposicao 3. O funcional ® € continuo em X.

Demonstracao. Com efeito, se u,, — u em X, temos que

'/ dt’ <p/\u’2 o2 dt — 0. (3.23)

De maneira inteiramente analoga e, utilizando a Desigualdade de Wirtinger, obtemos

'/ dt‘ <c q/‘v'2 'Q‘dt—> 0. (3.24)

Utilizando agora a Desigualdade de Cauchy-Schwartz e a Desigualdade de Wirtinger

obtemos
2 : 2 :
‘/f dt‘<c</f dt> </|u;—v’| dt> — 0. (3.25)
As desigualdades acima nos mostram que ®(v) = li_>m ®(vy,), ou seja, que P é
n—oo
continuo em X. O

Antes de prosseguir, relembremos que uma fungdo f : X — R definida em um
espaco topologico X é continua se, e somente se, a imagem inversa f~1(I) de qualquer
intervalo aberto I C R for um subconjunto aberto de X. Por outro lado, uma fungao
f : X — R definida em um espago topolégico X é semicontinua inferiormente se, e
somente se, a imagem inversa f _l(a, + 00) é um aberto. Logo, toda fungao continua ¢é
semicontinua inferiormente.

Sendo assim, temos que o funcional ® é continuo e consequentemente semicontinuo
inferiormente. Para utilizarmos o Teorema 4 precisamos provar que X é compacto.
Ocorre que isto é falso. Com efeito, o conjunto X nao é completo como nos mostra o

exemplo abaixo.
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Exemplo 14. Consideremos no espago Ci[—1,1] a sequéncia de funcoes (fn)nen defi-

nidas por

ful@) = 1 sexe[—3++,35— 1] (3.20)
—nzx sex €[5 — 1 .1]
\ 0 sex € [1.1]

Temos que (fn)nen € uma sequéncia de Cauchy em C3[—1,1] com a norma (3.22), porém

ndo eziste f € Ci[—1,1] tal que ||fn — f| — 0.

Para contornar este obstaculo considere o espago de Lebesgue L? = L?[a,b]. Vamos

introduzir em L2 o conceito de derivada fraca.

Definicao 16. Seja u € L?. Dizemos que u tem derivada fraca em L? se existir v € L?

tal que

/ugp’dt = /U(pdt, Yo € Cla,b). (3.27)

Observagao 15. A ideia da definigio acima surge da integra¢do por partes. Com

efeito, se u € C}la,b] e ¢ € Clla,b] temos, utilizando integracio por partes, que

/ucp’dt = up|% — /u’<p = —/u’<p. (3.28)

Em particular, se u € L? tem derivada no sentido usual v € L?, entdo ela também
possui derivada fraca em L? e estas coincidem. Sendo assim, também denotaremos a

derivada fraca de u por u'.

Observagao 16. Sabemos que se uma funcdo € derivdvel no sentido usual, entao ela €
continua. Isto também vale para a derivada fraca, ou seja, se f € L? admite derivada
fraca em L? entdo f admite um representante continuo, isto €, existe f € C [a,b] tal que

f=fu—qtp. Para demonstracio veja [2] pdgina 284.
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Considere agora o subconjunto H}[a,b] C L? das fungdes u € L? que possuem
derivada fraca em L? e que se anulam nos extremos do intervalo [a,b], isto é, u(a) =
u(b) = 0. Temos que este ¢ um subespaco vetorial de L?. Na verdade, é possivel mostrar

que ele se torna um espago de Banach com a norma

1
2
|lul] = (/ u/2dt) , Yu € H&[a,b]. (3.29)

E possivel mostrar(veja [2] pagina 204) que se considerarmos a imersdo C}[a,b] C
Hi[a,b], isto &, se identificarmos cada funcdo de Ci[a,b] com a sua classe de equivaléncia
em H{[a,b], entdo Ctla,b] fica denso em H}[a,b].

O espacgo H& [a,b] ¢ um exemplo de espago de Sobolev. Veremos a seguir que ele
resolve parcialmente o nosso problema. Com efeito, o funcional ® definido em (3.7)
pode ser definido em H[a,b] e como C}a,b] é denso em H{[a,b] segue que o funcional
® ¢ continuo em Hl[a,b]. Além disso, continua sendo verdade que

P -
lim (uo + hv) (uo) = /pu6v'dt+/quovdt—/fvdt. (3.30)
h—0 h

A tnica diferenga é que as derivadas sdo no sentido fraco. Desta forma, conseguimos
contornar a nao completude do espago C¢[a,b].

Se tentarmos utilizar novamente o Teorema 4, vamos continuar esbarrando na nao
compacidade. Com efeito, o espaco H& [a,b] nao é compacto uma vez que é ilimitado.
Na verdade, nem as bolas fechadas de H& [a,b] sdo compactas, uma vez que o espago
Hi[a,b] tem dimensdo infinita e um famoso resultado de Analise Funcional conhecido
como Teorema de Riez, nos diz que as bolas fechadas de um espago vetorial normado
sao compactas (na topologia da norma) se, e somente se, a dimensao do espago ¢ finita.
Para contornar este obsticulo vamos introduzir o conceito de topologia fraca.

Primeiramente, relembremos que dado um conjunto X, uma topologia de X é uma

colegao de subconjuntos 7 de suas partes P(X) tais que:
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i 0, Xer.

ii. Se (A))xer € uma familia de subconjuntos de 7, entao U Ay e
AEL

n
iii. Se A1,Ag,...,An € T entdo [ A; € 7.
i=1
Quando munimos X de uma topologia, este se torna um espago topologico.
A topologia fraca de um espago de Banach X ¢é definida como sendo a menor topolo-
gia de X que faz os funcionais lineares definidos em X serem continuos. Esta defini¢ao
é bastante abstrata, mas no nosso caso particular, isto é, no espaco HS [a,b], ela fica

bem intuitiva uma vez que este é um espago de Hilbert com o produto interno
<uyv >p= /u’v’dt, Vu,w € Hi[a,b]. (3.31)

Por este motivo, o espaco dual de Hi[a,b] pode ser identificado com si proprio, e utili-
zando o Teorema da Representagao de Riez concluimos que se wu,, converge fracamente,

isto ¢, na topologia fraca, para u € H{[a,b], entdo
< vsup >—< fiu >, Yo € Hya,b]. (3.32)

O motivo de introduzirmos a topologia fraca em H& [a,b] é que as bolas fechadas sao
fracamente compactas em espagos de Hilbert (veja Apéndice D, Teorema 16). Desta
forma podemos tentar utilizar o Teorema 4 para concluir que o funcional assume seu
infimo em alguma bola fechada B[0,R]. O tunico detalhe é que ndo ha garantias de
que o funcional ® seja continuo na topologia fraca. Para isto, utilizaremos o seguinte

teorema:

Teorema 5. Seja E um espaco de Banach e ® um funcional semicontinuo inferior-
mente e convexo definido em E. Entdo ® € semicontinuo inferiormente na topologia

fraca de E.
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Demonstragao. Para demonstragao veja [3] pagina 34. O

Para utilizar o teorema acima precisamos mostrar que o funcional ® é convexo. Isto

é feito no lema a seguir.

Lema 14. Considere o funcional ® definido em Hg[a,b] como

1 1
®(v) =5 / pv'2dt + 3 / quidt — / fudt. (3.33)

Entao ® é convezo, isto é, set € [0,1], entao
(tu+ (1 —t)v) < td(u) + (1 —1)®(v), Yu,v € Hila,b). (3.34)

Demonstracio. Temos que a funcio real dada por & — 2 é convexa, ou seja,
(tr + (1 — t)y)? < tz? + (1 — t)y?. Sendo assim, temos que
(1—1)

1 t
3 /p(tu' + (1 —t)v')%dt < 5 /pu'th + 5 /pfu’th; (3.35)

: / altu+ (1~ )2t < | / quldt + (1;” / dt. (3.36)

Logo, concluimos que
O(tu+ (1 —t)v) < tP(u) + (1 —t)P(v). (3.37)

O

Utilizando o teorema acima concluimos que o funcional assume, de fato, o seu infimo
em algum ponto uy € Hi[a,b].
Observe agora que o funcional ® é Gateaux diferenciavel(veja Apéndice C) em

H¢[a,b] e suas derivadas de Gateaux sdao continuas. Com efeito, se v, — v em H}[a,b]
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e utilizando as desigualdades de Wirtinger e Cauchy-Schwartz, obtemos que

O (u)(vy, —v) = /pu”il”ldt + /qu(vn —v)dt = /f(vn —v) = 0. (3.38)

Segue entao que o funcional ® é diferenciavel a Fréchet e como ug é um ponto de

minimo, segue que ®'(ug) = 0 e consequentemente
< V(ug);v >= ®'(ug)v = 0,Yv € Hi[a,b], (3.39)
isto é,
/puév/dtJr/quovdt = /fvdt7 Vo € Hila,b). (3.40)

Observagao 17. A expressdo acima € o que, de fato, chamamos de solucao fraca para o
problema (3.1). E, essencialmente, a mesma definicio dada em (15). A inica diferenca

€ que a derivada € tomada no sentido fraco.

Antes de passarmos a parte de regularizagao da solucdo, vamos provar a unicidade
da solugao fraca. Com efeito, sejam uy,us € Hi[a,b] solugdes fracas do problema (3.1).

Temos assim que
/pv’(u’l — ub)dt + /qv(ul —ug) =0, Yv & Hila,b]. (3.41)
Em particular, tomando v = u; — ue obtemos que
/p(u'l — ub)?dt + /q(u1 — up)2dt =0, (3.42)

0 que implica em

/p(ull — uh)?dt = 0. (3.43)
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Como p(t) > 0,Vt € [a,b] segue que u] = uh. Isto por sua vez implica que u; — ug = 0,
pois ui(a) = u1(b) = uz(a) = uz(b) = 0. Segue portanto que a solucao fraca é tnica.
Vamos agora mostrar que a solugdo fraca ug encontrada é de fato uma solugao

classica. Para ver isto, note que

/pu{]v’dt =— /[quo — flvdt, Vv € Hyla,b]. (3.44)

Isto nos mostra que puj possui derivada fraca em L? e esta vale (puj)’ = quo — f.
Temos assim que pu6 é continua e, consequentemente, u6 existe no sentido usual e
esta é continua (veja Apéndice B, Observagao 24). Utilizando a regra do produto para

derivadas em puy, concluimos que
pug = —p'up + quo — f (3.45)

e consequentemente ug € C’g [a,b] e o problema 3.1 possui tnica solugao classica.



Apéndice A

Elementos de Analise Funcional

A.1 Espagos Normados

Definicao 17. Seja E um espago vetorial real. Suponha que esteja definida em E uma

fungao || - || : E — R tal que
1. ||lul| >0, Yue E e l|ul|| =0 se, e somente se u = 0.
2. ||au| = |aof||ul], Yue€ E,Va e R.
3w+ < || + |||, Yu,pw € E.

Nestas condigoes a funcao || - || é chamada de norma e vamos dizer que (E,|| - ||) é um

espago normado.
Em espacos normados é possivel definir o conceito de limite.

Definicao 18. Seja E um espag¢o normado e (u,) € E uma sequéncia. Diremos que
(up) converge fortemente a uw € E quando para cada € > 0 for possivel obter Ny € N tal

que se n > Ny entao |u, —ul| < e.

H& também para espacos normados a no¢ao de sequéncia de Cauchy.
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Definigao 19. Seja E um espago normado e (u,) € E uma sequéncia. Vamos dizer
que a sequéncia (up) € uma sequéncia de Cauchy quando para cada € > 0 for possivel

obter Ny tal que se m,n € N com n, m > Ny entao ||um, — up|| < €.

Observacao 18. E imediato que toda sequéncia que converge fortemente € uma sequén-
cia de Cauchy. A reciproca, porém, nao € verdadeira. Basta considerar o espago (Q,|-])
onde |z| = max(x, —z). Os espagos normados onde vale a reciproca sao chamados de

FEspacos de Banach.

A.2 Espacos com Produto Interno

Definicao 20. Seja E um espacgo vetorial real. Dizemos que uma fun¢do < ;- >:

E x E — R define um produto interno em E se
1. <+ - > € bilinear.
2. < - > € simélrica.

. <wu> >0, Yu€e E e<uu>=0 se e somente se, u = 0. Neste caso

dizemos que (E,< -;- >) € um espago com produto interno.

Observagao 19. Se (E, < -;- >) € um espago com produto interno, entao € possivel

mostrar a sequinte desigualdade, conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwartz
l<uv>?P< <wju> <viv>.

A partir disto, € imediato ver que a fungao ||| : E — R definida por ||u|| = (< u;u >)%
define uma norma em E. Logo, em todo espago com produto interno € possivel definir
uma norma induzida pelo produto interno. Consequentemente surge em espa¢os com

produto interno a nocao de limite. Finalmente, se num espagco com produto interno
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toda sequéncia de Cauchy for fortemente convergente a algum elemento deste espago

com a norma induzida, entdo este espaco serd chamado de Espaco de Hilbert.

A.3 Espagos Topoloégicos

Definigcao 21. Seja X um conjunto ndo vazio. Uma topologia em X € uma colecdo x

de subconjuntos de X tal que
1. 0, X € .

2. Se {Ax}reL € x entdo U Ay € x.
AEL

n
3. Se Ay, Ao, ..., Ay € x entdo ﬂ A; € x.
i=1
Os elementos de x sao chamados de abertos e dizemos que (X, x) € um espago topoldgico.
Quando a topologia estiver subentendida vamos denotar apenas por X para nao carregar

a notagao.
Em espacos topologicos é possivel introduzir o conceito de limite.

Definigao 22. Seja (un)nen uma sequéncia no espago topoldgico X e w € X. Dizemos
que limw, = u se para todo aberto A de X que contém u, for possivel obter Ny € N tal

que sen > Ny entdo u, € A.

Observagao 20. Se E € um espago normado, € possivel induzir em E uma topologia
através de sua norma (a saber, a topologia gerada pelas bolas abertas). Neste caso, as
definicoes de limite que introduzimos para espacos normados e espacos topologicos sao

equivalentes. Por outro lado, nem toda topologia provém de uma norma. Ver [5] .

Definigao 23. Seja X um conjunto nao vazio. Uma métrica (ou distancia) em X €

uma funcao d: X x X — R tal que

1. d(uw) >0, Yuw € X ed(u,w) =0 se, e somente se, u = v.
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2. d(uw) =d(vu), YuweX.
3. d(uw) < d(u,w) + d(w,v), Yuvw, € X.
Neste caso dizemos que (X,d) é um espago métrico.

Em espagos métricos é possivel introduzir o conceito de limite.

Definicao 24. Seja (X,d) um espago métrico, (up)neny € X e u € X. Dizemos que
limu, = u se para cada € > 0, for possivel obter N9 € N tal que se n > Ny entdo

d(un,u) < e.

Observagao 21. Se (X,|| ||) € um espago normado a fun¢ao d(u,w) = |lu — v|| define
uma métrica em X, ou seja, em todo espaco normado € possivel induzir uma métrica.
Neste caso as defini¢des de limite sao equivalentes. Por outro lado, € possivel mostrar

que nem toda métrica provém de uma norma.

Observagao 22. Em espagos métricos € possivel induzir uma topologia associada a
métrica (a saber a topologia gerada pelas bolas abertas). Neste caso, as definigoes de
limite que introduzimos sao equivalentes. Por outro lado, € possivel mostrar que nem
toda topologia provém de uma métrica. Os espagos topoldgicos em que a topologia provém

de uma métrica sao chamados de espagos metrizdveis. Veja [5].

A.4 Compacidade

Nesta secao nos dedicamos aos conjuntos compactos. Tais conjuntos tem importancia
fundamental no nosso estudo uma vez que estao intimamente ligados & convergéncias

de sequéncias.

Definicao 25. Seja X um espaco topologico e Y C X. Dizemos que a familia de
abertos {Ux}rer, € uma cobertura aberta de Y seY C Uycp Ux. Se o conjunto L ¢

finito, dizemos que a cobertura € finita.
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Definicao 26. Seja X um espago topoldgico e Y C X. Dada uma cobertura aberta
{Ux}xer do conjunto Y, dizemos que a familia {Uy} cr onde L' C L é uma subcober-

tura de Y se Y C Jyeps Uax.
Podemos agora definir conjuntos compactos.

Definicao 27. Seja X um espago topoldgico. Um subconjunto K C X € compacto

quando toda cobertura aberta de K possuir alguma subcobertura finita.

A.5 Funcoes Continuas

Definigcao 28. Uma funcgao f : X — Y entre dois espagos topoldgicos X eY € continua

se a 1magem inversa f_l(Ay) de um aberto A, de'Y sempre for um aberto de X.

Observacgao 23. Em espacos métricos a continuidade de uma funcao se dd através da
métrica. Com efeito, uma funcao f : M1 — My entre dois espagos métricos My e Mo
é continua se dado x € M e uma sequéncia (Ty)nen C My com di(xp,z) — 0, tem-se

da(f(zn),f(x)) = 0.

Vamos considerar agora fungoes reais f : X — R definidas em um espago topoldgico
X. Para este tipo de funcoes existe uma nocao menor de continuidade chamada de

semicontinuidade.

Definicao 29. Dizemos que uma funcio f : X — R € semicontinua inferiormente
se a imagem inversa f~'(a,00) for um aberto de X. Analogamente, dizemos que uma
funcio f: X — R é semicontinua superiormente se a imagem inversa f~'(—oo0,a) for

um aberto de X.
Os teoremas a seguir tém importancia fundamental no estudo da anélise.

Teorema 6. Weierstrass Seja f: X — Y uma funcao continua entre espagos topoldgi-

cos. Se K C X for um compacto, entao f(K) € um compacto de Y.
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Demonstragao. Seja (By)xer, uma cobertura aberta de f(K). Pela continuidade de f
segue que (Ay)rer & uma cobertura aberta de K, onde Ay = f~!(B)). Como K é

compacto, temos que existem uma quantidade finita A1, Ag,...,\,, € L tais que K C

n n n
U A; e, consequentemente, f(K) C U f(4;) C U B, ou seja, f(K) é compacto. [
i=1

i=1 i=1

Teorema 7. Borel-Lebesgue Um subconjunto K C R € compacto se, e somente se, é
fechado e limitado.

Para demonstragao veja [5]

Utilizando os teoremas de Weierstrass e de Borel-Lebesgue, concluimos que se f :
X — R for uma fungédo continua definida em um espago topoldgico compactoX, entao
f(X) é fechado e limitado e, consequentemente, f assume seus maximos e minimos em

X. E possivel concluir algo parecido para fungoes reais semicontinuas.

Teorema 8. Uma funcao f : X — R semicontinua inferiormente definida em um
espago topoldgico compacto X assume seu minimo em X. Analogamente, uma funcao
X = R semicontinua superiormente definida em um espaco topologico compacto X

assume seu mdximo em X.

Demonstra¢do. Suponha que f seja semicontinua inferiormente. Observe primeira-
mente que f(X) é limitada inferiormente .Com efeito, {(n,00)},ez s@o abertos de R e

R = U (n,00). Desta forma X = U f1(n,00) e pela compacidade de X existe uma
nez neZ

k
quantidade finita ny,...,ny € Z tais que X = U 1 (ni,00), ou seja, f(X) é limitado
=1
inferiormente. '
Seja entao ¢y = inf f(X) e suponha por absurdo que ¢y ¢ f(X). Pela defini¢ao

de infimo, temos que existe uma sequéncia estritamente decrescente (yn)nen C f(X)

tais que y, — co. Desta forma, temos que X = U fHyn,00) e pela compacidade

neN
de X segue que X = f~!(y,,) para algum ko, o que é absurdo pois se n > kg, temos

que Y, € f(X) mas y, ¢ (yn,00) pois yn < yg,- Concluimos assim que ¢y € f(X) e
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portanto f assume seu minimo em X. A demonstragdo é andloga para o caso de f ser

semicontinua superiormente. [l



Apéndice B

Espacos de Sobolev

Neste capitulo vamos definir os espagos de Sobolev.

B.1 Espagos de Sobolev W!(J)

Seja I C R um intervalo possivelmente ilimitado e seja p € R com 1 < p < +o0.

Defini¢ao 30. O espago de Sobolev WLP(R) ¢é definido como

WIP(I) = {u € LP(I);3g € LP(I) tal que/ up'dr = —/ gpdxr Yo € C°(I)}.
R R
(B.1)

Se u € WYHP(I) entio existe g € LP(I) tal que

/ugoldac = —/ gpdz Yo e C°(I). (B.2)
R R

Neste caso, denotamos u' = g e dizemos que v’ € a derivada fraca de u.

Teorema 9. O espaco WHP(I) é um espago de Banach com a norma

lullwy, = lullp + 14'llp,  Yu € WHP(I), (B.3)
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1
onde ||ul|r, = [[; |ulP]7. Além disso, W'P(I) € reflezivo se 1 < p < +00 e separdvel se

1<p<+o0.

Para demonstragao veja [2].

B.2 Propriedades

Teorema 10. Seja u € WYP(I). Existe uma funcdo @ € C(I) tal que

=

=
Il
=41

() gtpem I e

(B.4)

(B.5)

Observagao 24. Em outras palavras, o teorema acima nos diz que toda funcdo u €

WP(I) possui um representante continuo. Além disso, se a derivada fraca de u for

continua, isto €, tiver um representante continuo, entao , na notacao do teorema, U €

CY(I) e, consequentemente, possui derivada no sentido usual.

Teorema 11. Seja u € WIP(I) Entio existe uma sequéncia (u,) em C$(R) tal que

(un)r — u em WHP(T).

Para demonstragoes veja [2].

B.3 O espago H}[a,b]

Quando p = 2, nés denotamos o espaco de Sobolev W12(I) por H'(I). Neste espaco

nos introduzimos o seguinte produto interno:

< fig >=/fgdﬂ+/f’g’du'

(B.6)

O espago H'(I) com o produto interno definido acima se torna um espaco de Hilbert.
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Note agora que a norma induzida em H'(I) é dada por
lller = (llull3 + [1]3) - (B.7)

Considere agora a imersio C§(I) C H'(I) e suponha que I é limitado. Definimos o
espago Hi(I) como sendo o fecho de C} (1) em HY(I).
Vamos agora enunciar algumas propriedades bésicas deste espago. Para isto, supo-

nha que I = [a,b].
Teorema 12. Seja u € H'[a,b]. Entdo u € H}[a,b] se, e somente se, u(a) = u(b) = 0.
Para demonstragao veja [2] pagina 217.

Teorema 13 (Desigualdade de Poincaré). Existe uma constante positiva C' > 0 tal que
|ullg < Ol ||z, Yu € Hila,b). (B.8)

Para demonstracao veja [2| pagina 218.

Observagao 25. O teorema acima nos diz que a norma dada por ||ul| = [|u'[|2 em

Hila,b] € equivalente @ norma || - |, pois, obviamente, temos que ||u'||l2 < |lullx.



Apéndice C
Funcionais Diferenciaveis

C.1 Definicoes Basicas

Neste capitulo || - || indicara a norma do espago de Banach em questao.

Definicao 31. Seja ¢ : U — R onde U € um aberto de um espago de Banach X. O

funcional é Gateaux diferencidvel em uw € U se existir f € X* tal que para todo v € X

liml[cp(u—i—tv) —p(u)—t< fyuv>]=0.

t—0 ¢

Neste caso, o funcional f € inico e serd chamado de derivada de Gateaur em u e serd

denotado por ¢'(u) dada por

< /(w0 >= lim > (ol + tv) — p(u))

Observagao 26. < ¢'(u),v > € a deriwada direcional de ¢ em u na diregao v.

Definigao 32. O funcional ¢ tem derivada a Fréchet f € X* em u € U se

3 1 . J—
ng‘gomwuﬂh) —p(u)— < fih>]=0.
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Neste caso, f € a derivada a Fréchet de p em u e serd denotada por ¢'(u).

Observagao 27. O fucional ¢ € diferencidvel a Fréchet (ou a Gateauz) se for diferen-

cidvel em todos os pontos de U.
Observagao 28. Se ¢ € diferencidvel a Fréchet, entdo ¢ € diferencidvel a Gateauz

Observacao 29. O funcional ¢ € C1(U;R) se possuir derivada de Fréchet em todos

0s pontos de U e a fungao u > ¢'(u) for continua em U.

Teorema 14. Se ¢ tem derivada de Gateauz continua em U entio ¢ € CH(U;R), ou

seja, p € diferencidvel a Fréchet.

Para maiores detalhes veja [4].



Apéndice D

Propriedades da Topologia Fraca

No que segue, faremos uma exposicao basica sobre as propriedades basicas da topologia

fraca. Para uma visao mais detalhada veja ([2]).

Definigao 33. Seja X um espago de Banach. A topologia fraca o(X, X™*) € a topologia

menos fina que torna todos o0s funcionais ¢ € X* continuos.

Observagao 30. Quando colocamos em X a topologia fraca o(X, X™*) induzimos uma
nova nocao de convergéncia chamada de convergéncia fraca. Neste caso, diremos que

(un) converge fracamente a uw € X e denotaremos por u, — u.

D.1 Propriedades basicas da convergéncia fraca
Teorema 15. Seja (v,) C X uma sequéncia. Entdo

1. [z, — 2] & < fizg, >—< fixr >, Vfe X"

2. Se x, = x entao T, — .

3. Se xp, — x entao (||zy||) € limitada e ||z|| < liminf ||x,||.

4. Sexy, —x e fn— fem X" entio < fpn,x, >—< for >.
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Teorema 16 (Kakutani). Seja X um espago de Banach. Entao X € reflexivo se, e
somente se, a bola

B[0,1] = {z € X;||z| <1}

é compacta na topologia fraca o(X, X*).

Observacao 31. O teorema acima tem importdincia fundamental neste trabalho e no

estudo das equagoes diferenciais de uma maneira geral.

Observagao 32. O espago H& [a,b] € reflexivo. Logo suas bolas fechadas sao fracamente

compactas .
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